Caractérisation Des Espaces 1-Matriciellement Normés by Le Merdy, Christian & Mezrag, Lahcéne

Serdica Math. J. 28 (2002), 201-206
CARACTE´RISATION DES ESPACES 1-MATRICIELLEMENT
NORME´S
Christian Le Merdy, Lahce`ne Mezrag
Communicated by L. Tzafriri
Abstract. Let X be a closed subspace of B(H) for some Hilbert space
H . In [9], Pisier introduced Sp [X ] (1 ≤ p ≤ +∞) by setting Sp [X ] =
(S∞ [X ] , S1 [X ])θ, (where θ =
1
p
, S∞ [X ] = S∞ ⊗
min
X and S1 [X ] = S1
∧
⊗X)
and showed that there are p−matricially normed spaces. In this paper we
prove that conversely, if X is a p−matricially normed space with p = 1,
then there is an operator structure on X, such that M1n (X) = S
n
1
[X ] where
Sn
1
[X ] is the finite dimentional version of S1 [X ]. For p 6= 1, we have no
answer.
1. Les espaces p-matriciellement norme´s. On commencera cette
partie par donner un aperc¸u ge´ne´ral sur les espaces p−matriciellement norme´s et
de´finir les espaces Sp [X] introduits par Pisier dans [9].
Soit H un espace de Hilbert et B (H) la C⋆−alge`bre non commutative
des ope´rateurs line´aires borne´s de H dans H. Soit X ⊂ B (H) un sous espace
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ferme´ et n ∈ N, on note par Mn (X) l’espace des matrices (xij)1≤i,j≤nmuni de la
norme induite par Mn (B (H)) = B (l
n
2 (H)) = B (l
n
2 ⊗2 H) (l
n
2 ⊗2 H est l’espace
de Hilbert produit tensoriel de ln2 et H). Si X = C on note simplement Mn (C) =
B (ln2 ) par Mn. On note par Mn ⊗X le produit tensoriel alge´brique de Mn par
X
Mn ⊗X =


n∑
i,j=1
eij ⊗ xij, xij ∈ X, eij=


0 · · · 0 · · · 0
...
...
...
0 · · · 1ij · · · 0
...
...
...
0 · · · 0 · · · 0




= (xij)1≤i,j≤n .
De´finition 1.1. Un espace d’ope´rateurs X est un sous espace ferme´ d’un
B (H) pour un espace de Hilbert H.
Soit 1 ≤ p ≤ +∞. On appelle maintenant une p-structure matricielle sur
un espace vectoriel X la donne´e d’une suite de normes {‖.‖n}n≥1 telle que ‖.‖n
est une norme sur Mn ⊗X ve´rifiant:
(i)
{
∀n ≥ 1, ∀x ∈Mn ⊗X, ∀a, b ∈Mn
‖axb‖n ≤ ‖a‖Mn ‖x‖n ‖b‖Mn
(ii)


∀n,m ≥ 1, ∀x ∈Mn ⊗X, ∀y ∈Mm ⊗X
‖x⊕ y‖n+m =
{
(‖x‖pn + ‖y‖
p
m)
1
p si 1 ≤ p < +∞
max {‖x‖n , ‖y‖m} si p = +∞
ou`
x⊕ y =
(
x 0
0 y
)
.
On dira que X est p-matriciellement norme´ s’il est muni d’une p-structure ma-
tricielle (qu’on suppose comple`te). On note par (X,Mpn) cet espace si p est fini et
(X,Mn) si p est infini. Ruan a montre´ dans [10, The´ore`me 3.1 p. 221] et simplifie´
dans [6, The´ore`me A p. 580] que pour toute ∞−structure matricielle sur X il
existe une unique structure d’espace d’ope´rateurs sur X (i.e. X ⊂ B (H)) telle
que pour tout n ≥ 1, (Mn ⊗X, ‖.‖n) s’identifie isome´triquement a` Mn (X) muni
de la norme induite par B (ln2 (H)).
De´finition 1.2. Soient H,K deux espaces de Hilbert, X ⊂ B (H) et
Y ⊂ B (K) deux espaces d’ope´rateurs. Un ope´rateur line´aire u : X −→ Y est dit
comple`tement borne´ (c.b) s’il existe une constante C positive telle que
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∀n ≥ 1, un : Mn (X) −→ Mn (Y )
(xij)1≤i,j≤n 7−→ (u(xij))1≤i,j≤n
on a, ‖un‖ ≤ C.
Dans ce cas on pose, ‖u‖cb = sup
n≥1
‖un‖ et on note par cb (X,Y ) l’espace de
Banach de tous les ope´rateurs comple`tement borne´s de X dans Y qui est lui aussi
un espace d’ope´rateurs [3, 5] (Mn(cb(X,Y )) = cb(X,Mn (Y ))). En particulier,
on peut munir le dual X⋆ = cb(X,C) d’une structure d’espace d’ope´rateurs en
posant
Mn(X
⋆) = cb (X,Mn) .
On note aussi le produit tensoriel minimal de X et Y par X ⊗min Y qui est le
sous espace de B (H ⊗2 K) muni de la norme induite.
On va maintenant de´finir les espaces Sp [X]. Soit H un espace de Hilbert.
On note par Sp (H) (1 ≤ p < ∞) l’espace des ope´rateurs compacts u : H −→ H
tels que Tr(|u|p) <∞, muni de la norme ‖u‖Sp(H) = (Tr(|u|
p))
1
p .
Si H = l2 (resp. l
n
2 ), on note simplement Sp (l2) par Sp (resp. Sp (l
n
2 ) par S
n
p ) et
S∞ (H) (resp. S∞) l’espace des ope´rateurs compacts muni de la norme induite
par B(H) (resp. B(l2)) (S
n
∞ = B(l
n
2 )). Rappelons aussi que si ds
1
p
= 1
q
+ 1
r
(1 ≤ p, q, r < ∞), alors u ∈ BSp(H) si et seulement s’il existe u1 ∈ BSq(H) et
u2 ∈ BSr(H) tels que u = u1u2.
Soit maintenant X ⊂ B(H) un espace d’ope´rateurs. On de´finit S∞ [X] comme
e´tant le produit tensoriel minimal de S∞ et X (i.e. le sous espace de B(l2 ⊗2H)
muni de la norme induite) et S1 [X] le complete´ du produit tensoriel projectif de
S1 et X (pour plus de de´tails sur le produit tensoriel projectif voir [3] et [5]).
De´finition 1.3. Soit 1 ≤ p <∞. On de´finit
Sp [X] = (S∞ [X] , S1 [X])θ
ou` θ =
1
p
.
Sp [X] est un espace d’ope´rateurs d’apre`s [8] et on a pour 1 < p ≤ ∞
(Sp [X])
⋆ = Sq [X
⋆](1.1)
ou`
1
p
+
1
q
= 1.
Le the´ore`me suivant duˆ a` Pisier [9, The´ore`me 1.5] permet de calculer la
norme dans Sp [X] (resp. S
n
p [X]) en le regardant comme e´tant un sous espace de
M∞ (X) (resp. Mn (X)).
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The´ore`me 1.4. Soient 1 ≤ p < ∞ et u dans Sp [X] (resp. S
n
p [X]).
Alors,
‖u‖Sp[X] = inf{
u=avb
‖a‖S2p ‖v‖M∞(X) ‖b‖S2p
}(1.2)
(resp. ‖u‖Snp [X] = inf{
u=avb
‖a‖Sn2p
‖v‖Mn(X) ‖b‖Sn
2p
})(1.3)
ou`
M∞ (X) =
{
u = (uij)1≤i,j≤∞ tel que pour tout n,
∥∥∥(uij)1≤i,j≤n∥∥∥
Mn(X)
≤ K
}
et ∥∥∥(uij)1≤i,j≤∞∥∥∥
M∞(X)
= infK
qui est un sous espace de B(l2 ⊗2 H).
2. Caracte´risation des espaces 1-matriciellement norme´s.
Dans cette partie on pre´sente le re´sultat principal de ce papier qui est la car-
acte´risation des espaces 1−matriciellement norme´s.
Soit (X,M1n) un espace 1−matriciellement norme´. Normons les espaces
Mn ⊗X
⋆ en posant
Mn (X
⋆) =
(
M1n (X)
)⋆
(2.1)
pour la dualite´ 〈
(xij)1≤i,j≤n , (yij)1≤i,j≤n
〉
=
∑
1≤i,j≤n
〈xij, yij〉 .
D’apre`s [10, The´ore`me 5.1] X⋆ est ∞−matriciellement norme´ est donc un espace
d’ope´rateurs. Soit X⋆⋆ le dual de X⋆ muni de la stucture d’espace d’ope´rateurs
duale [2] et X muni de la structure induite par celle de X⋆⋆.
The´ore`me 2.1. Soit (X,M1n) un espace 1−matriciellement norme´ et
(X,Mn) l’espace d’ope´rateurs associe´ comme ce qui pre´ce`de. Alors,
‖x‖Mn(X) = sup
{
‖axb‖M1n(X) ; (a, b) ∈ B
2
Sn2
}
(2.2)
et
‖x‖M1n(X) = inf
{
‖a‖Sn2
‖y‖Mn(X) ‖b‖Sn2
; x = ayb
}
.(2.3)
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P r e u v e. D’apre`s [7, The´ore`me 3.1] (Mn (X))
⋆ = Sn1 [X
⋆], donc on a
‖x‖Mn(X) = sup
{
|〈x, ξ〉| ; ‖ξ‖Sn1 [X⋆]
≤ 1
}
(d’apre`s (2.2)) = sup
{
|〈x, ayb〉| ; (a, b) ∈ B2Sn2
et y ∈ BMn(X⋆)
}
= sup
{∣∣〈atxbt, y〉∣∣ ; (a, b) ∈ B2Sn2 et y ∈ BMn(X⋆)
}
(d’apre`s (2.1)) = sup
{∥∥atxbt∥∥
M1n(X)
; (a, b) ∈ B2Sn2
}
= sup
{
‖axb‖
M1n(X)
; (a, b) ∈ B2Sn2
}
.
Pour la deuxie`me e´galite´, on a
‖x‖M1n(X) = sup
{
|〈x, ξ〉| ; ξ ∈ BM1n(X)
⋆
}
(d’apre`s (2.1)) = sup
{
|〈x, ξ〉| ; ξ ∈ BMn(X⋆)
}
(d’apre`s (1.1)) = ‖x‖Sn1 [X]
(d’apre`s (1.3)) = inf
{
‖a‖Sn2
‖y‖Mn(X) ‖b‖Sn2
; x = ayb
}
. 
Corollaire 2.2. Soit (X,M1n) un espace 1−matriciellement norme´. Alors
il existe une structure d’espace d’ope´rateurs sur X telle que
M1n (X) = S
n
1 [X] .
P r e u v e. Elle est e´vidente d’apre`s les e´galite´s (1.2) et (1.3). 
Remarque 2.3. Si la caracte´risation est vraie pour 1 ≤ p ≤ 2, alors elle
est vraie pour tout p, 1 ≤ p < ∞. En effet, soit X un espace q−matriciellement
norme´ pour 2 ≤ q < ∞. S’il existe une structure d’espace d’ope´rateurs sur X⋆
telle que
M q
⋆
n (X
⋆) = Snq⋆ [X
⋆]
on aura alors par dualite´ d’apre`s [9] et [10]
M qn (X) = S
n
q [X] .
La question qu’on se pose maintenant et qui ge´ne´ralise notre travail est
la suivante:
Soit (X,Mpn) un espace p−matriciellement norme´ pour 1 ≤ p <∞. On pose
‖x‖Mn(X) = sup
{
‖axb‖Mpn(X) ; (a, b) ∈ B
2
Sn2p
}
.
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Est ce que (X,Mn) est un espace d’ope´rateurs et
‖x‖Mpn(X) = inf
{
‖a‖Sn2p
‖y‖Mn(X) ‖b‖Sn2p
; x = ayb
}
?
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